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Disequazioni di | grado

Laformagenerale di una disequazione di primo grado € la seguente:
ax+b>0(oax+b<0)conaebnumeri redli.

La soluzione della disequazione si ottiene dai seguenti passaggi:

x>—E sea>0
/ i
ax+b>0 Dax> b »

N

Per risolvere la disequazione precedente si sono applicati due principi:

b
X< —— se a<0
a

e Primo principio (principio del trasporto): se h e k sono due numeri reali tali che h > k, allora
ancheh + m>k+ m, con mnumero reale qualsiasi.

e Secondo principio: dah >k segue che hm>km sem> 0, mentrehm<km sem<0.

Esempio 1

~ ; 2 o
2x+3>0 = 2x>3 > x> -2 =
Esempio 2

x+5>0 2 x>5 = x<5 0 $

I nter pretazione geometrica

Alladisequazione 2x + 3> 0 g puo associare la funzione \

y = 2x + 3 che rappresenta una retta nel piano. Lo studio f

della disequazione é equivalente alo studio del seguente

Sistema: 1
y=2x+3 A
y>0 (vincoloorestrizione sullafunzione) +

v

Lafunzioney = 2x + 3 intersecagli ass cartesiani nei K
punti A= (0, 3) e B=(3/2, 0).

Imporre la condizione y >0 equivale a determinare tutti i
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punti con ordinata positiva.

Comesi vede dallafigura, la parte della retta rappresentata con tratto continuo individuala
soluzione della disequazione.
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Disequazioni di || grado

Laformagenerale di unadisequazionedi Il grado & ax® + bx+ ¢ > 0 (oppure ax’ + bx+ ¢ < 0), con
a, b, c numeri reali.

Per studiare |a disequazione conviene servirsi del modello geometrico. Lafunzione y= ax® + bx +
C rappresenta una parabola che hala concavitarivoltaverso I'dtosea> 0 mentreseéa <0 la
concavita e rivoltaverso il basso.

In tale studio si escludeil caso a = 0 che lafarebbe diventare una disequazione di primo grado.

Tale situazione e rappresentata nella figura seguente:

Concavita verso l'alto Concavita verso il basso

Per stabilire l'intervallo o gli intervalli in cui la disequazione ax* + bx+ ¢ > 0 & verificata, bisogna
determinare le radici dell'equazione ax? + bx+ ¢ = 0; in base al segno del discriminante

1 = b% 4ac si hanno le situazioni seguenti:

1. a>0, A>0 a<0, A>0

A

X1 2
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Lasoluzioneex<x; e X> X Lasoluzionee X3 <X <X
2. a>0, A=0 a<0, A=0
A A
X1=X,
o X1=X,
Lasoluzione & ogni x escluso x; Ladisequazione non € mai verificata
3. a>0, A<O a<0, A<O
A A
La disequazione & sempre soddisfatta Ladisequazione non € mai soddisfatta.

Esempi:

(In tutti gli esempi, nella rappresentazione grafica:

« il tratto continuo indicala zona dove la disequazione e soddisfatta, quello tratteggiato la zonain
Cui non é soddisfatta

e il palino pieno indica un punto anmissibile, quello vuoto un punto da escludere).

y=2x2+x+3

1) 2¢+x+3>0 = {
y>0

a=2>0= concavita verso ’alto

)
—1++/1- —1++/— \ 1
Da2’+x+3=0 2 x= 1+ 41 24: 1_4 23 -2 -1 O 1 x

v
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A = 23 = non haradici reali.

= Disequazione sempre soddisfatta.

2) 4¢ +3x1>0

y:—4x2+3x—1
y>0

a=4<0= concavitaversoil basso

-3++4/9-16

4% 43x1=0 D x= A

A =7 = nonharadici reali. = mai soddisfatta.

3) 9%6x+1>0

y:9x2—6x+1
y>0

a=9 >0 = concavita verso 1’alto

3+4/9-9

A = 0 parabola tangente all’asse X. X = Q9 -

Wik
|
[REY

= soddisfatta per ogni x ¢£ .
3

Graficamente: f

W ko
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4) 2¢+x3<0

y:2x2+x—3
y<0

a=2>0 = concavita verso I’alto

2¢+x3=0 2 x=

—+\1+24
4

Quindi si annulla per x;=1, X= —g = y<O0 per —g< x<1.

Graficamente:

5) 4% 3x1>0

y=4x2—3x—1
y>0

a=4>0 = concavita verso I’alto
4% 3x1=0 A=25>0

. 3£:/9+16
8

o> Xx=1lex= 1
4
1
= y>0per x< ~2 ex>1.

1

_1
4
Graficamente: ﬁ ----- T—
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6) 16X°+8x+1>0

y:16x2+8x+1
y>0

a=16>0 = concavita verso I’alto

2 - X =
16x°+8x+1=0 = 16

A = 0 parabola tangente all’asse delle X

= y>0 perogni X+ —%.

Graficamente:

NI

-4++16-16

1
4

v
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7) 5 +4x<0

y:5x2+4x
y<0

a=5>0 = concavita verso 1’alto
5’ +4x=0 = x(5x+4)=0

4
er X1=0, Xo= ——
per Xy 2 5

A>0 = y<0per —ggxso.

v

Graficamente: M
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Disequazioni fratte

Laformagenerale di una disequazione fratta e
ﬂ e
B(x)

ove A(X) e B(x) sono espressioni nellavariabile x.

Sa %> 0. Tae disequazione e definita per B(x) = 0. Bisogna pertanto escludere i punti per cui
X

s haB(x) = 0.

Il rapporto di due quantitareali e positivo se numeratore e denominatore sono contemporaneamente
positivi 0 contemporaneamente negativi. Pertanto |a disequazione & equivalente ai due sistemi:

A(X)>OE> A(x) >0 o A(x) <0 A(X)20E> A(X)>0 o A(X)<0
B(x) B(x) >0 B(x)<0 B(x) B(x)>0 B(x) <0
Esempi:
2>0 2<0 -2 -2

1) X+2<O deveessere x#1 = Xre> e Xres ioé x> e X<

— x—-1<0 x=1>0 x<1 x>1
Soluzione grafica
2 1 2 1

Ladisequazione & verificata per: 2< x < 1

2x—1<x_+1 deveessere x#1 ex#3

Xx-3 x-1

2)

2x—1_xLl<O > (2x=D(x-1) - (x+D(x-3) <0
x—3 x-1 (x=3)(x-1)

=
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2x2—2x—x+1—(x2—3x+ x—23)

(x-3)(x_1) <0
X2 —x+4 < N X2 —Xx+4>0 e X2 —x+4<0
(x=3)(x-1 (x=3)(x-1)<0 (x=3)(x-1) >0

Studiamo le varie parti:
e X x+4>0

0 ¥ x+4=0=>a=1> 0, concavita verso I’alto

1+41-16
2

0 X = A <0 = sempre verificata

Allorai sistemi sono:

Sempre Mai
(x=-3)(x-1 <0 © x=-3)(x-1) >0

e (X3)(x1<O0
o x3)(x1)=0
0 a=1>0, concavita verso 1’alto

0 A>0 = xy=1lexx=3 = 1<x<3

L/

Xy

v

Sempre o {Maj

= | sistemi sono:
X<l XxX>3

1<x<3

Soluzione grafica:
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1<x<3 Mai In conclusione: 1<x<3

3) X—_1<7 deve essere x = 0
X

_ _1— —BX— 6x+1>0 6x+1<0
o X1 4 0o XIEX_ g o 2621 g OX41 4o “Y e
X X X X x>0 x<0
1 1
X>—= X< —=
= 6 6
x>0 Xx<0

= Ladisequazione é soddisfatta per x < _% e x>0

2

4) X—21 deveesserex = 1
x—-1
N X 150 o x2—x+1>OE> X2 -x+120 e X2 —x+1<0
x-1 x-1 x—1>0 x—1<0
— 2 _ A
Studio prima disequazione y=x"=x+1 y
y>0
= a=1> 0 = concavita verso ’alto
E>x:—1i”21_4E>A<OE>Mai 1
(0] 1= X >

o Sempre Mai
x>1 x<1
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>0 deveesserex=0ex= 1, mentre X°+ 1 non s annullamai

1 3 5
5) 2t a7 2
X x“+1 (x-])

La disequazione e costituita dalla sommadi tre termini positivi, quindi il II membro e sempre
positivo.

Essa e sempre soddisfatta, eccetto che per x =1 e per x = 0. 0 1

-0
—0—

6) 1- <2+ L deveesserex = 1e x;«rs1 1
X+1 2x-1 2 |

x+1—1<2(2x—1)+1c> X <4x—1E> X 4x—1<

= < < — <
X+1 2x-1 X+1 2x-1 X+1 2x-1

2 2 2
N x(2x—1)—(4x—1)(x+1)SO N 2X° = X—4X —4x+x+1S o —2X —4x+1S
(x+1)(2x-1) (x+D(2x-1) (x+1)(2x-1)

2x% + 4x -1 s
(x+D(2x-1)

o |2x®+4x-1>0 2x% +4x-1<0
Quindi: e
(x+DH(2x-1) >0 (x+D(2x-1) <0

_ny2 _
swdiodi Y= ™1 s 42250 A=6>0 A

y>0 y

_2+ _ _ _

o yoT2V4r2 o —V6-2  6-2

2 2 2

Xl\/)(Z X >

S XC+4x 1>0se x£_€_2 e x2\/62_2
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N
Confronto tra V62 e 1

2 2
Moltiplico anbo i membri per 2 /6 -2 1 quindi
Sommo 2 ad ambo i membri \/5 3 7/
elevo a quadrato 6 9

| sistemi precedenti ammettono come soluzioni :

-2 6-2 ~J6-2 __ _6-2

X< , <x<
2 2 o 2 2
X< -1, x>1 —1<x<1
2 2
| valori in ordine crescente sono: _\/6_2,—1\/6_2,1
2 2 2
Soluzione del primo sistema:
-/6-2 4 V6-2 1
2 2 2
—  @---------- l --------------
______________________ (r—
Le soluzioni sono: xs_\/g_z, x>1
2 2
Soluzione del secondo sistema:
62, 6-2 1
2 2 2
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J6-2

2

Le soluzioni sono —1< x<

La disequazioni ammette quindi soluzioni per x <

—J6-2

2
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Cenno alledisequazioni irrazionali

Per risolvere una disequazioneirrazionale, ci si basa sulla seguente osservazione:

Nel campo reale, ogni radicale di indice pari deve avereil radicando maggiore o uguale a0,
mentre se é di indice dispari, il radicando puo assumere qualsias valore.

Esempi:
1. +/x-1<2.Lacondizionedi reataéxl >0, ossia X> 1.

Sotto tale condizione si possono elevare a quadrato ambo i membri, e la disequazione diviene

x1 < 4, dacui x < 5.

—

La disequazione quindi ammette soluzione nell’intervallo 1 <x<5.

2. Vx?*+1>7.Siccomeil radicando & sempre positivo, si possono elevare a quadrato ambo i
membri ottenendo X2+ 1> 49, ossia X° 48> 0 che & verificataper x<-4+/3 eper x>44/3.

3. 32x-1<-4. Siccomeil radicale haindice dispari, non si impone nessuna condizione su di
esso. Elevando ambo i membri a cubo si ottiene: 2x 1 < (4)° da cui 2x < 63, che & verificata per

63
X< ——.

4, \/x2—16 > X+1.

Lacondizione di realta del radicale & soddisfatta per x< 4 e x> 4. La disequazione di partenza
€ equivalente a seguente sistema:
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X<-4, x>4

{\/xz—16 > x+1_

Siccome il secondo membro della disequazione puo assumere valori positivi, negativi o nulli, il
sistema precedente si scinde nei due casi seguenti (si tenga conto del fatto cheil valore x +1 =0,
cioéx =1, @un valore possibile, anche se la disequazione in tale caso non & soddisfatta):

| caso: sex +1 < 0, ladisequazione é sicuramente soddisfatta, poiché una quantita positiva é
sempre maggiore di una negativa.

_ x<-1
In questo caso s ha { —4 -1 4

X<-4,x>4
La disequazione e quindi soddisfatta per | i """""""""""

x< 4.

Il caso: x+1 > 0. Intal caso, elevando a quadrato ambo i membri della disequazione, si ottiene
216> X2+ 2x+1,dacui  2x + 17 < O: le condizioni da soddisfare sono:

x>-1
X<_% _ -17/2 -4 -1 4

X<-4,x>4

Come s vede dallo schema, in tal caso la disequazione non € mai soddisfatta.

Quindi |a disequazione originaria & soddisfatta per x < 4.
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