1° APPELLO SESSIONE ESTIVA 2005-2006
Prova scritta del 12/06/2006
Tema D

Studiare la funzione

X-1

f(x) = ext

Ricerca del Dominio della funzione:
La condizione di esistenza & x= -1, per cui:

D; ={VXeR:x¢—1 }
oppure in termini d’intervallo:
]—oo, —1[u]—1, +oo[
la funzione non presenta alcuna simmetria.

Limiti agli estremi del Dominio e ricerca deqgli asintoti:

x(1—£)
X

@+

. . X . .
lim f(x)=lime *x =e = y=e Asintoto orizzontale completo
X—>+o0 X—>+o0
-2
lim f(x) =e% =e™ =+w = Xx=-1 Asintoto verticale sinistro
X—>-1"

-2
lim f(x) =e% =™ =0"

X—-1"

pertanto la funzione per x=-1 presenta una discontinuita di 2° specie.

Positivita della funzione ed intersezione con gli assi:

f(x) -0 vx eD
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cio significa che il grafico della funzione si svolgera tutto al di sopra dell'asse delle

ascisse e non lo incontrera :L'intersezione con l'asse delle ordinate e (O , —
e

Ricerca della monotonia dei massimi e dei minimi:

> 2
f(x)=ex!t ——
(9 (x+1)

che risulta positiva Vx eD
pertanto la funzione € sempre crescente per x <-1v x >-1

e non presenta né minimi né massimi.

Ricerca della concavita e dei flessi:

x-1 2 x-1 x-1 x-1 x-1
f"(x)zex+1 Lz +ex+l—43:ex+1|: 4 _ 4 :|=ex+1|:w:|=4ex+l|:2—x:|

(x+1) (x +1)

e |

dove 4ext|———|>0 VX eD

X +1)
pertanto il segno della derivata seconda dipende solo dal numeratore:

2-x>0 = X=<2

La funzione volge la concavita verso l'alto per x <-1e —1<Xx <2, mentre volge la

concavita verso il basso altrove. La funzione presenta un flesso nel punto: (2 ,%/E).
Tutti gli elementi determinati per via analitica sono rappresentati nel grafico n.1
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f(x)=e” ((x-1)/(x+2))
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grafico n.1

Dire se la successione di termine generale

n“[ln (n°‘+1) - alnn] cona >0
E regolare

Per rispondere al quesito bisogna vedere se il termine generale ammette limite per
n— +oo :

lim n“[ln (n“+1) - Inn‘*]: lim n{ln n°‘+1}: lim In (1+%jm =lne=1

n—>+o0 n—-+0 @ n—-+0 n

la successione é quindi regolare convergente.

Calcolare l'integrale
Ix arctgx dx

Integrando per parti scegliendo come fattore differenziale xdx e come fattore finito
arctgx si ha:
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2 2
jxarctgxdx:x—arctgx —isz. L > dx = X—arctgx L (1— L 2jdx=
2 2 1+X% 2 2 1+x

X2 1 x? 1
=__ arctgx -=x +arctgx +c=| —+ 1 |arctgx-=x+¢C
2 2 2 2

V.O. Determinare il carattere della serie

2 n3 .
Zn—2 ©

n=3
Intanto si osservi che la serie si puo riscrivere:
= ({n-2)"

per determinarne il carattere, si ricorre al criterio del rapporto:

n3(1+3+32+13j n(l—zj )
n n n n,) e 1

_a . ° -2)e" .
lim L = [im (n+1)n1 (n 23)6 = lim = —=—<1
N+ @ N—>+o0 (n_]_)e * n [ ( ]_j n e e
nil-—
n
pertanto la serie data e convergente.
Tema B

Studiare la funzione

f(x) =x- [l +X]
Osservato che:
1+x>0 vxeR
il dominio e proprio R.

Limiti agli estremi del Dominio e ricerca degli asintoti:
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lim f(x) =-

lim f(X) =+

m= lim m:1
X—)%oo X

n=lim (f(x)-x)= "7,

x—>+

La funzione non presenta asintoti di alcun genere.

Riscriviamo la funzione senza il valore assoluto:

() X-41+x per x > -1
X) =
X-+/-1-X per x < -1
Si consideri il ramo per x > -1:
Derivando:
1 2\/1+x 1

2«/1+x 241+ X

il segno della derivata prima dipende dalla seguente disequazione:

2J1+x-1>0 1+x>% 1+x>% :>x>—%

ovviamente questo risultato indica che nel ramo considerato c'é la presenza di un
5

minimo relativo di coordinate (—% —Zj,

si osservi inoltre che:
lim £(x) = —

X—-1

Si consideri la derivata seconda:
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ovviamente positiva nell'intervallo considerato, pertanto il ramo volgera la concavita

verso l'alto e non presentera alcun flesso.

Si consideri il ramo per x <-1:

La derivata prima é:

1
24/-1-X

f(xX)=1+

ovviamente positiva nell'intervallo
J-oo -1]

e pertanto sempre crescente,si osservi inoltre che:

lim £ (x) = +oo

X—>-1"

Si calcoli la derivata seconda:

1

£ 00
% 4\(-1-x)’

essa risulta sempre positiva e pertanto questo ramo volgera la concavita verso l'alto.
Infine, bisogna osservare che il punto cuspidale ( -1, -1) € anche un punto di massimo

relativo anche se la derivata non esiste.

¥ = x - SQRT(ABS(L + x))

4 -3 -2 A / 2

\\——'__f/

Grafico n.2
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Dire se la successione di termine generale

Inn i
)
n

E regolare.

Per rispondere al quesito, bisogna ricercare se esiste il limite del termine generale
per n— +o , Si ha successivamente:

_ _lnn
Jn Novn
Inn
i 1 i 1 lim 1"
lim| 1+— | =Ilim| | 1+— —em=n =@%=1
N—>+o0 n Nn—>+w n
Inn Inn

quindi la successione e regolare convergente.

) ) n . _Inn
Ricorda che lim — =+0 eche lim—=0.
n—>+» N N N—>+o0 \/ﬁ

Calcolare l'integrale
J\/l -x? dx

Integrando per parti scegliendo come:
fattore differenziale 1dx

fattore finito v1- x?
si ha:

J‘\/l—x2 dx = x+/1-x? —j

1-x%-1

22 T dx=x1-%2 - J'\/l - X*dx + arcsenx
V1-x2

Osservando che l'integrale di partenza si trova anche a secondo membro, passandolo a

primo membro si ha:

2| 4/1-x2dx =x+/1-x? + arcsenx
[ !

pertanto
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j\/l - x?dx :%(xxll - X* 4+ arcsenx) +C

V.O. Determinare il carattere della serie

—~ 4n n® +1
Per determinare il carattere della serie assegnata,conviene ricorrere al criterio di

convergenza della serie maggiorante:Infatti il teorema dice che se la maggiorante
converge anche la minorante. Allora basta osservare che vale la seguente relazione:

201 2n< -1 =01 2n? -3+2

nzF n® +1|<;F n?+1 |
21 =1 2
EF(“n +J L

poiché quest'ultima & convergente,perché serie geometrica di ragione % a maggior
ragione converge la serie data.

TemaB 1

Studiare la funzione:

f(x) = §(x? -1

Dominio Vx eR,
poiché:
f(x) = f(-x)
la funzione e pari.
Lo studio sara condotto sull'intervallo [0, + o |.
L'altro ramo sara ottenuto in base alla nota simmetria con l'asse delle ordinate.

Limiti agli estremi della restrizione e ricerca degli asintoti:

£(0)=1

lim f(Xx) = +o

X—>+0
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non presenta alcun asintoto.

Positivita della funzione ed intersezione con gli assi:

Poiché la funzione risulta non negativa (il radicando € un quadrato). La funzione
risulta nulla nei punti in cui si annulla il radicando cioé in ( 1, 0) punto di minimo
assoluto.

Ricerca della monotonia dei massimi e dei minimi:

La derivata prima é:

4x

RIx? -1

positiva per x> 1 e quindi ivi la funzione risultera crescente, negativa altrove nella
restrizione e quindi la funzione risultera decrescente per O < x <1.
Pertanto si ha:

f(x)=

M(O, 1) e m(1, O)

Ricerca della concavita e dei flessi:

La derivata seconda é:

123/x? -1
. 3 (x2 1f _a(x?-3)
' (x) =
%R}/(x? -1 gfxe —a)f

dallo studio del segno risulta che volge la concavita verso il basso per:

0<x<+3

mentre verso l'alto per:

X > ~/3

e quindi si ha un flesso nel punto (@%/Z) .

Infine c'e da segnalare che il punto di minimo (1, O) € un punto di cuspide in quanto la
derivata dalla destra tende a + « e la derivata dalla sinistra a - «.

L'altro ramo sara ottenuto ribaltando di 180° gradi attorno l'asse delle ordinate.

Il grafico e il n.3.
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()= ((x"2-1)"2)* (1/3)

-8 -6 -4 -2

-2

-4

grafico n.3

Determinare i parametri a,b,c in modo che il sistema lineare

(b-a)x + (a-b)y + cz =1
ax +bz =0
(a+c)x + (a+b)y -bz =1

Ammette le soluzioni x=1 y=2 z=1

Sostituendo la terna di soluzioni assegnata il sistema si trasforma in un sistema
lineare nelle incognite a,b,c:

(b-a) + (a-bR2 + ¢ =1
a +b =0
(a+c) + (@a+b)2 -b =1

Osservando che dalla seconda equazione a=-b il sistema si riduce a due incognite:

—-2b +c=1
—-2b +c=1

le due equazioni del sistema coincidono, quindi esso € indeterminato con «o'.
Pertanto,risolvendo I'equazione rispetto a c e ponendola uguale ad un valore reale a
piacere, le soluzioni sono:
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1-k
a=——
2
po k-1
2
c=k conk eR

Trovare i massimi e i minimi relativi della funzione

f,y) =x3+y* +(1+x+y)

Ricerca dei punti critici:

3x? -3(1+x+y)f =0
3y? -3(l+x+yf =0

risolvendo e semplificando si ha:

yZ +2Xy +2X +2y = -1
XZ 42Xy +2X +2y = -1

sottraendo alla prima equazione la seconda si ha: y* —x* = 0 che ha per soluzioni y=x
e y=-X.

Si metta,alternativamente a sistema:

y =X
3y’ +4y+1=0

con soluzione i punti stazionari (-1, -1) e (-1/3, -1/3).

y=-X
~y*+1=0

con soluzione i punti critici (1, -1) e (-1, 1).

L’hessiano generale e:
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2y +2 2y +2X+2
2y +2X+2 2X +2

E lo si calcola nei punti critici gia trovati:

-2 0
il punto (-1, -1) e di sella.

‘ 0 -2
H(-1,-1) =

4 2
H-L Ly |3 3 |_18 4 4 4
3 3 2 4 9 9 3
3 3
e un punto di minimo relativo.
0O 2
H(1,-1)= =-4<0
2 4
il punto (1, -1) e di sella.
4 2
2 0
il punto (-1, 1) e di sella.
Tema Al

Studiare la funzione:
f(x) = x°In x
La condizione di esistenza € che X sia strettamente positiva il Dominio quindi é:

] 0, +w [
Limiti agli estremi del dominio e ricerca degli asintoti:

lim x3In x

x—0"

il limite presenta la forma indeterminata«.0
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Si procede ad un cambio di variabile:

1
posto —=t per x—>0" = t—+w
X

nella nuova variabile il limite é:

_Intt . Int
lim = lim

t—>+0 t3 t—>+0 t3

lim x3In X = +o0

X—>+0

La funzione non presenta alcun asintoto.

Positivita della funzione ed intersezione con gli assi:

Poiché x> & sempre positivo nel dominio il segno dipende da In x, pertanto
nell'intervallo

] 1, + [ f(x) & positiva ,

perx € [0,1[ f(x) & negativa

il grafico della funzione si svolgera tutto al di sopra dell'asse delle ascisse perx > 1.
L'intersezione con l'asse dell'ascisse & (1 , 0).

Non c’é intersezione con l'asse delle ordinate perché per x=0 la funzione non é
definita.

Ricerca della monotonia dei massimi e dei minimi:

f(X)=3x%Inx+x* =x*@Inx +1)
. . 1 - - 1.
che risulta positivaper 3Inx +1>0 Inx > ~3 cioe Xx>e3ox» PYod intervallo

e

. . . R 1 .
in cui la funzione é crescente (decrescente per 0 < X < 3—) pertanto il punto

e

(i -i jé di minimo assoluto.

3fe’ 3e

Ricerca della concavita e dei flessi:

T (X) = 6xIn X + 5x = X(6In X +5)
poiché x e sempre positiva nel dominio il segno della derivata seconda dipende dalla
seguente disequazione logaritmica:
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5 . 2 :
6Inx +5>0 Inx> o cioe x> e ¢ concludendo la funzione presenta

5
concavita verso l'alto per I’intervallo} ed, +oo { verso il basso nell'intervallo

5 5
} 0, ef¢ {per cui per x= e 6 la funzione presenta flesso.

La funzione e rappresentata nel grafico e il n. 4.

y=r*3ln(z]

-2 -1.5 -1 -8.5

-8.15

-R.2

Discutere il sistema e determinarne le soluzioni per ogni valore di del parametroi

X+ Ay +2z =1
AX +y +2z=1
X+ y+iz =1

La matrice dei coefficienti del si sistema é:

=A4+A+A—1-2-1=-23+31-2

S

A
1
1

e SEN =

Ponendo —-23+3A -2 =0 il sistema & normale ed ammette una ed una sola soluzione
che si pio calcolare con Cramer:
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1 A1
D,=[11 1 |=A+A+1-1-2-1=-2*+21-1
11 A

1
D=2 1 1 |=A+A+1-1--1=-2*+21-1
1

-
>

Dz =

S

Al
1 1 |[=A+2A+1-1--1=-2+2r-1
1 1

D, -A+2n-1 1

X

X=——= =
D -2+3A-2 A+2
y_&_—k2+2k—1_ 1
D -X+3x-2 1+2
D, -2A+2r-1 1
Z=—"—-= =

D —33+30-2 A+2

Esaminando i casi in cui risulta — 1% + 31 —2 = 0 scomponendo con la regola di Ruffini si
ottengono le seguenti soluzioni A=-2 e A=1 (soluzione doppia).

Per A =-2 consideriamo un minore della matrice completa,per esempio quello ottenuto
sostituendo la colonna dei termini noti a quella dei coefficienti della x,indi si ha:

1 -2 1
Min={1 1 1|=-2-2+1-1-4-1=-9=0
1 1 -2

il sistema risulta incompatibile per il teorema di Rouche-Capelli in quanto il rango della
matrice dei coefficienti € uguale a due (per verificarlo basta estrarre un minore del
secondo ordine) mentre il rango della matrice completa é uguale a tre.

Per A =1 le tre equazioni coincidono e quindi il sistema diventa indeterminato con
«?soluzioni. Le soluzioni sono:

z=Kk conk,heR
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Determinare i punti stazionari della funzione
f(x,y) = x’y* —Iny
E classificarne la natura.
Ricerca dei punti stazionari:
2xy* —xIny =0

2yx? -2 =0
y

risolvendo la seconda equazione si ha:

1
2y?
Si considerino ogni soluzione a sistema con la prima equazione si ha:

{x=0 o ©.1

Iny=0

2x’y? -x=0 o x(2y’x-1)=0 ©x=0, X

1 =
X=77 y=¢ 1
2y° o 1 & |=—.e
X = 2e
Iny =1 2e?

trovati i due punti critici si calcoli I'hessiano generale:

Si calcoli I'hessiano nei punti critici trovati:

2
H(0,1) = =-1<0 punto di sella.
-1 0
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1
H Lz,e = © 1= % - iz =— =0 punto di minimo relativo.
2 1 1| e e e

Tema A

Studiare la funzione

2+X

f(x) =x e2x

Per determinare il dominio della funzione basta porre 2-x=0 = X=# 2, ovvero in
termini d'intervallo: | -, 2 [U] 2, + [.

La funzione risulta positiva per x positivo e negativa per x negativo,pertanto passa per
l'origine.

Condizioni agli estremi del dominio e ricerca degli asintoti:

lim f(x) =-
lim f(X) =+ o = Xx=2 asintoto verticale sinistro
X—2"
lim f(x) =0
x—2"
lim f(x) =+ o
X—>+00
. F 1
m = lim 1) ==
X—00 X e

2+X 4
n = lim(f(x) —EX) — limxe™(e2x" —1) = limxe(e* —1)
X—0 e X—>0 X—>00

pongo =% per X — « succedeche t —» 0.

Nella nuova variabile il limite diventa:

B

! 4t 4t
] t 1 ] 21 _ 1 ] 1 4t 21 _ 1 .. . .
lime* & =2 _limet &2 _jime 2 € =—4e™ indi la funzione &
t—0 t t—0 t t—0 t2t-1 4t
2t -1
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dotata di asintoto obliquo:

1. 4
y="x-—
e e

Ricerca della monotonia € massimi € minimi:

) 2+ 2x 9 23X 4 2+x
f(xX)=e2>* +xez2x ——=e2x(1+

(2-x)

essa risulta sempre positiva nel dominio, pertanto la funzione € sempre crescente non
presenta né minimi né massimi.

Ricerca della concavita e dei flessi:

f(x)= e2X(

4 +x? )2 +e2+x{2x(2 X)? + (4 + x3)2(2 - x)} ez”‘x +4x° +32
(2-x) (2-x)° 2-x)*

la derivata seconda € palesemente positiva , quindi la funzione volgera la concavita
verso l'altro sempre e non presenta flessi.
Il grafico é:

b =& (2 + /@2 - %)

Grafico n.5
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Dire se la successione di termine generale

E regolare.

La regolarita si determina mediante il calcolo del limite per n— +oo :

Jn+i P
lim == lima — =a°=1 il limite ad esponente vale zero
n—s+o gVvh N—>+o
perché:
. . 1
limvn+1-+vh=lim—=——=0
N>+ noio AN +1 4+ /N
Calcolare l'integrale
1
[——=—ax
Vx3® +x
1 1 . >
j—dx = J' — ——dx posto+/x =tossiax =t
VX3 +x X(VX +1)

differenziando ambo i membri si ha:
dx = 2tdt
nella variabile associata l'integrale si riscrive cosi:

J- 22t |t—2J' dt
to(t+1) t(t+1)

seguendo il metodo delle funzioni fratte, fuori dal segno d'integrale si puo scrivere:

é+ B (A+B)t+A
t t+1 t(t+1)

per il principio d’'identita dei polinomi si ha il seguente sistema:
A=1 A=1
&
A+B=0 B=-1
l'integrale si puo riscrivere come:

zjldt—zjidt=2|n|t|—2|nyt+1y+c=|nx-|n(&+1)2 +c
t t+1
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V.O.
Determinare i valori di xe R per i quali la serie é convergente

inz +1 o
o N

per rispondere al quesito si applichi il criteri del rapporto dei valori assoluti:

n2(1+2+—1)
a 2 I ~ I
jim sl _ i @40 £1 0 X = li n_n° " x=lim— x| =0 <1

= X =1
o g mee (N1 n® 4l e (N +1)n! n2(1+ 1) n—ieo ) + 1
2

pertanto la serie € convergente Vx e R
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